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/p-faktorisierbare Operatoren in Banachräumen 
Von ALBRECHT PIETSCH in Jena (DDR) 
Ein beschränkter linearer Operator T, der einen' Banachraum E in einem Banach-
raum F abbildet, heißt lp-faktorisierbar wenn er sich in ein Produkt 
A Y 
7: F. - /„ - F 
von zwei beschränkten linearen Operatoren A £ L ( £ , / p ) und y€L( /„ , F) aufspalten 
läßt. Setzt man 
• q»,(r) = inf Million, 
wobei das Infimum über alle möglichen Faktorisierungen von T gebildet wird, 
so ist die Klasse Fp aller /„-faktorisierbaren Operatoren zwischen beliebigen Banach. 
räumen ein vollständiges Operatorenideal mit der Norm <pp. 
Bemerkenswert ist die Tatsache, daß das Ideal F p ( H , H) für jeden Hilbert-
raum H und 1 sowie gerade aus allen kompakten linearen Operatoren 
besteht, während man in den Grenzfällen p= 1 und = die Hilbert—Schmidt-
Operatoren erhält. Für p = 2 ergibt sich das Jdeal aller beschränkten linearen 
Operatoren mit separablem Bildraum. 
Als Anwendung der gewonnenen Ergebnisse erhalten wir ein interessantes 
Nuklearitätskriterium für lokalkonvexe Räume. 
1. Die vollständigen Normideale [Fp, (pf,] 
Mit L bezeichnen wir die Klasse aller beschränkten linearen Operatoren zwi-
schen beliebigen Banachräumen, und L(£ , F) ist die Menge derjenigen Operatoren 
T£ L, die den Banachraum E in den Banachraum F abbilden. 
Eine Klasse A von beschränkten linearen Operatoren heißt Ideal (Vgl. [9]), wenn 
für die .Mengen 
A(£, F) = L ( £ , ' F ) f l A 
die folgenden Aussagen gelten: 
(A) Aus S, r € A ( £ ; F) folgt S+T£ A(E, F). 
118 A. Pietsch 
(10 Aus T£L(E, F) und S£ A(F, G) folgt S F € A(£ , G). 
(I2) /fw.v Tc\(E, F) M«f/ G) /o/g/ 5TGA(£, G). 
Eine Abbildung a , die jedem Operator T £ A eine nicht negative Zahl a(7") 
zuordnet, nennt man Idealnorm, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 
(O) Aus <x(T)=0 folgt T=0. 
(NA) Für S, T£A(E, F) gilt a(S+ T) S a ( S ) + a ( r ) . 
(N1,) Für T£L(E, F) und S£A{F, G) gilt a.(ST)^ai(S)\\T\\.. 
(m2) Für T£A(E, F) und S£L(F,G) gilt a(ST)^\\SMT). 
Ein Operatorenideal A, auf dem eine Idealnorm a gegeben ist, wird als Norm-
ideal [A, a] bezeichnet. Ein Normideal [A, a] heißt vollständig, wenn die einzelnen 
Komponenten A(E, F) vollständig sind. 
Wir formulieren nun das Hauptergebnis dieses Abschnittes. 
S a t z 1. Die Klasse [Fp, cpp] ist ein vollständiges Normideal. 
Wir verzichten auf den trivialen Nachweis der Eigenschaften ( 1 ( I 2 ) , (N1,), 
(NI2) und (O). Die Gültigkeit von (A) und (NA) ergibt sich zusammen mit der 
Vollständigkeit aus 
H i l f s s a t z 1 ..Für jede Folge von Operatoren Tn£Fp(E, F) mit 
i - . . . 
wird durch den Ansatz 
r--ZTn 
ein Operator T£Fp(E, F) definiert, und es gilt 
« M ' H - : 2 ' <P,.('/'„)• 
B e w e i s . Zu einer vorgegebenen Zahl 8=>0 bestimmen wir Faktorisierungen 
An • Y „ 
T„: E • • lp >- F 
mit 
№ J ^ [<Pp(rn) + 2 - " e ] ^ und | |7J ^[<p f ,(7;) + 2-"£]1/ ' ' ' . 
Außerdem betrachten wir neben dem Folgenraum lp den entsprechenden Doppel-
folgenraum lp und setzen (n wird festgehalten) 
In- {Q-iiAn} und Pn: 
Dann liefern die Operatoren 
A = 2 h A n und Y = 2 Y n P n • 
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die gewünschte Faktorisierurig r 
A Y 
T: E — lp -<• F. 
Dabei gelten die Ungleichungen 
M I I . ^ { ' 2 l M J T / p u n d ||F|| s { 2 \\Y„\\PVLP'- . 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen, denn die Banachräume lp und l„ sind iso-
morph, und es besteht die Abschätzung ' 
q> p (r ) S P I ^ 2%(Tn) + e-
2. Ein Darstellungssatz für /p-faktorisierbare Operatoren 
Wenn man die bekannten Darstellungssätze (vgl. [6]) für Operatoren A f L(E, lp) 
und Y£L(lp, F) ausnutzt, ergibt sich 
S a t z 2. Ein Operator Tf_L(E, F) ist genau dann lp-faktorisierbar (1</?<OO); 
wenn er sich in der Form « 
• Tx = £(x, a„)y„ 
darstellen läßt, so daß die Ungleichungen 
.•2\(x,aH)\> < + - und Z\(yn,b)r^+<~ ' 
für alle x£E bzw. alle bd F' bestehen. Setzt man 
ep[an] = sup { 2 l<*, an)\p}llp und zp,[yn] = sup {2 |<>„, b)\"'}llp', 
IWISl • llbllsl 
so gilt die Identität 
<pp(T) = inf {zp[a„]tp.[y^}, 
falls das Infimum über alle möglichen Darstellungen von T gebildet wird. 
3. /p-faktorisierbare Operatoren in Hilberträumen 
Im folgenden characterisieren wir die /p-faktorisierbaren Operatoren in einem 
beliebigen Hilbertraum H. Dazu benötigen wir 
H i l f s s a t z 2. Für die identische Abbildung 
T • In In 
und 1 < /»< °° gilt mit einer von n= 1 , 2 , . . . unabhängigen Konstanten cp die Un-
gleichung 
<PP(h) - cp. 
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Beweis . Durchläuft e = {e,} die 2"-elementige Menge aller n-tupel mit e, = ± 1 , 
so besteht für alle x={£i} mit einer Konstanten ap die Littlewood-Chintchinsche 
Ungleichung (vgl. [3], [5]) 
{2\2 eM"Ylp ^ 2nlpaP{2\U2Y'2-e i 
Deshalb erhält man durch-den Ansatz 
An' 2 ^ } i 
einen Operator mit 
I I A : ln2~l2P"\\^2n,pap, 
und für den (dualen) Operator 
A'n- {le}^{Ck = 2  Bk1e} 
gilt 
\\A'„: l2p"~l"2\\s2"">'ap,. 
Aus der Identität In = 2~nÄ„A„ ergibt sich abschließend die behauptete Ungleichung 
<p„(/„) - apap. = cp. 
Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir 
S a t z 3. Für 1 < °o undp ^ 2 besteht das Ideal F p ( H , H) aus allen kompakten 
linearen Operatoren. 
Bewei s . 
(1) Wir betrachten zuerst einen ausgearteten Operator T. Weil der Bildraum 
B(T) zu dem Hilbertraum l"2 mit n = d\m B(T) isomorph ist, hat man 
(A) <?P(T) (pp(/„)| |r | | cp||7"||. 
Da jeder kompakte lineare Operator T durch ausgeartete Operatoren approximiert 
werden kann, überträgt sich die Ungleichüng (¿1), und T gehört zu F p ( H , H). 
(2) Weil man jeden /p-faktorisierbaren Operator T in der folgenden Weise zer-
legen kann, 
T: H^l2-*lp-*l2^H, 
ergibt sich die behauptete Kompaktheit aus der Tatsache, daß für r alle Operatoren 
aus L(/P , ls) kompakt sind (vgl. [10]). 
Den Beweis der folgenden Behauptung findet man indirekt bei A. GROTHEN-
DIECK [2] o d e r J . LINDENSTRAUSS—A. PELCZYNSKI [4]. 
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S a t z 4. Die Ideale F, ( H , H) und F„(/7, H) bestehen aus allen Hilbert—Schmidt-
Operatoren. 
Ohne Beweis formulieren wir abschließend den trivialen 
S a t z 5. Das Ideal F 2 ( H , H) besteht aus allen beschränkten linearen Operatoren 
mit separablem Bildraum. 
4. SR-faktorisicrbare Operatoren 
Der Begriff des /p-faktorisierbaren Operators kann folgendermaßen verall-
gemeinert werden. Wir betrachten eine beliebige Klasse 9Ji von Banachräumen 
und bezeichnen einen Operator T£L(E, F) als Wi-faktorisierbar, wenn es Banach-
räume Mn£sDl, Operatoren A„ f L(E, M„) und Y„£i(M„, F) mit 
• 2 M J l ! r J -= 
gibt, so daß 
. . T = 2 Y n A n 
. gilt. Setzt man 
q * ( 7 0 = i n f 2 M J l i r j . 
wobei das Infimum über alle möglichen Darstellungen gebildet wird, so ist die 
Klasse [FG,,, CPÜU] aller M-faktorisierbaren Operatoren das kleinste vollständige Norm-
ideal [A, A], das alle identischen Abbildungen 
IM: M. — M',. Mim, 
enthält. 
(1) Die von uns betrachteten /,,-faktorisierbaren Operatoren erhält man, wenn 
5)1 nur aus dem Banachraum /„ besteht. 
(2) Enthält Söi lediglich den eindimensionalen Banachraum, so ergeben sich 
die nuklearen Operatoren. 
(3) Die Klasse aller Hilberträume liefert das interessante Normideal der soge-
nannten Hilbert-Operatoren, die bereits von A. GROTHENDIECK [2] und J. LIN-
DENSTRAUSS—A. PELCZYNSKI [4] u n t e r s u c h t w u r d e n . 
5. Projektive Spektren von Banachräumen 
Eine Folge von Banachräumen E„, zwischen denen beschränkte, lineare Ope-
ratoren 
Tn. E„+i^E„ 
definiert sind, heißt projektives Spektrum (vgl. [1]). Für jedes projektive Spektrum 
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wird die Menge E aller Folgen 
* = {*»} mit T„xn+l = x„ 
zu einem (F)-Raum, wenn man die Halbnormen 
/»»(•*) = 11*4 
einführt. Umgekehrt läßt sich jeder (F)-Raum auf diese Weise aus einem projek-
tiven Spektrum von Banachräumen erzeugen. 
Aus der Theorie der nuklearen lokalkonvexen Räume (vgl. [7]) ist bekannt, 
daß man jeden nuklearen (F)-Raum sogar aus einem projektiven Spektrum von 
Hilberträumen gewinnen kann, in dem die Operatoren T„ nuklear sind. Als unmit-
telbare Folgerung aus dieser Feststellung ergibt sich 
S a t z 6. (Vgl. [11], S. 101) Jeder nukleare (F)-Raum kann mit beliebigen Zahlen 
p^q aus einem projektiven Spektrum 
(*) — — 
erzeugt werden. 
Es erhebt sich nun die umgekehrte Frage, ob jedes projektive Spektrum ( * ) 
einen nuklearen (F)-Raum liefert. 
S a t z 7. Für p = 1 und 2 S ^ S « bzw. und q = °° wird durch jedes 
projektive Spektrum (*) ein nuklearer (F)-Raum erzeugt. 
B e w e i s . Unsere Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daß 
jeder Operator aus L(L , /„ ) mit l ^ q S l absolut-2-summierend ist (vgl. [4], [8]). 
S a t z 8. Für 1 <]?,}<=», wird durch ein projektives Spektrum (*) nicht immer 
ein nuklearer (F)-Raum erzeugt. 
B e w e i s . Wir betrachten eine Nullfolge von reellen Zahlen )H mit 
2 |A;r = + ~ für r s l -
und definieren den Operator T durch die Zuordnung 
T: 
Dann gilt 
TeFp(l2,l2). für 1 
und es gibt Faktorisierungen 
T-. / 2 - H Z ~ > 2 und T: l 2 ^ l q ^ l 2 . 
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Folglich liefert das projektive Spektrum 
123 
keinen nuklearen (F)-Raum. 
P r o b l e m . Erzeugt jedes projektive Spektrum (*) mit p = 1 und 1 < 2 bzw. 
2 </7 < oo und q = stets einem nuklearen (F)-Raum ? 
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